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Resumo da Dissertacao apresentada a PROFMAT/UNIVASF como parte dos
requisitos necessarios para a obtencdo do grau de Mestre em Matemética.
RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE OLIMPIADAS USANDO TRIGONOMETRIA
MARCILIO MIRANDA DE CARVALHO
Juazeiro-Ba, Julho, 2013.

RESUMO

O trabalho consiste em mostrar uma técnica para transformar uma equacao
trigonométrica em um polinémio e vice-versa, assim como a utilizacao da solucdo de
um dado problema como ferramenta para encontrar a solugcdo de outro problema. A
metodologia faz uso das relacdes de Girard, foi feita aplicacdo desta técnica em
problemas de olimpiadas de matematica de varios paises, a mesma, caracteriza-se
por reduzir a quantidade de calculos em muitos problemas, foi usada também para
provar a irracionalidade de um numero, encontrar fungdes trigonométricas de
angulos nao notaveis e também mostra uma relacao interessante entre polinbmios e
trigonometria.

Palavras — chave: Olimpiadas, trigonometria, Polindmios.



Abstract da dissertacédo apresentada a PROFMAT/UNIVASF como parte dos
requisitos necessarios para a obtencdo do grau de Mestre em Matemética.
RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE OLIMPIADAS USANDO TRIGONOMETRIA
MARCILIO MIRANDA DE CARVALHO
Juazeiro-Ba, Julho, 2013

ABSTRACT

The work consists in show a technique for transform na trigonometric equation in
polynomial and vice versa, as well as the utilization of the solution of a given problem
as tool for find the solution of another problem. The methodology does use of the
relations oh Girard, was made application of this technique in mathematics
Olympiads of several countries, to same, caracterizes-itself by reduce the quantity in
many problems, was used also for to prove the irrationality of a number, find
trigonometric funcions of not notable angless and also shows na interesting relation
between polynomials and trigonometry.

Keywords: Olympiads, trigonometry, polynomials.
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CAPITULO |

1 INTRODUCAO

A ideia de trabalhar com o tema da Resolucdo de Problemas surgiu a partir da
atuacao, em sala de aula, do ensino médio, lecionando disciplinas de Matematica.
Desde 2001 até hoje, como professor tenho visto a grande dificuldade dos alunos
em resolver problemas de Matemética.

Durante os 12 anos, em sala de aula percebi que a maioria dos alunos
simplesmente decoram o0s problemas e apenas reproduzem a ideia na prova.
Quando, nas avaliagdes, colocamos o0 mesmo problema com pequenas variacoes, a
grande maioria dos alunos ndo consegue resolver.

Resolver problemas sempre foi um desafio para alunos e professores, na
maioria das vezes com métodos que enfatizam a repeticdo e a mecanizacdo da
resolucdo de problemas. Embora as reformas de ensino propostas, no século XX: o
ensino de matematica por repeticdo, o ensino de matematica com compreensao, a
Matematica Moderna e a Resolucdo de Problemas tenham proposto novos rumos de
trabalho mais produtivos, o Professor nunca foi chamado a participar delas
mostrando-se, na hora da aplicacéo, ndo preparado para emprega-las.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais:

Em 1980, o National Council of Teachers of Mathematics — NCTM
—, dos Estados Unidos, apresentou recomendagfes para 0 ensino
de Matematica no documento “Agenda para Acao”. Nele destacava-
se a Resolucdo de Problemas como foco do ensino da Matematica
nos anos 80 (1997, p.20).

Ainda de acordo, Idem, Ibidem:

A aprendizagem em Matematica esté ligada a compreensao, isto é, a
apreensdo do significado; apreender o significado de um objeto ou
acontecimento pressupde vé-lo em suas relagdes com outros objetos
e acontecimentos. Assim, o0 tratamento dos conteddos em
compartimentos estanques e numa rigida sucessao linear deve dar
lugar a uma abordagem em que as conexdes sejam favorecidas e
destacadas. O significado da Matematica para o aluno resulta das
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conexdes que ele estabelece entre ela e as demais disciplinas, entre
ela e seu cotidiano e das conexdes que ele estabelece entre os
diferentes temas matematicos (1997, p.19).

Nota-se, em sala de aula, que a grande maioria de nossos alunos nao sabe
nem como comecar a resolucdo de um problema, até porque muitos de nossos
professores ndo dado énfase ao ensino do método de Resolucdo dos Problemas.

Assim,

Parte dos problemas referentes ao ensino de Matematica estdo
relacionados ao processo de formacdo do magistério, tanto em
relacéo a formacdao inicial como a formacao continuada. Decorrentes
dos problemas da formagéo de professores, as préaticas na sala de
aula tomam por base os livros didaticos, que, infelizmente, séo
muitas vezes de qualidade insatisfatoria. A implantacédo de propostas
inovadoras, por sua vez, esbarra na falta de uma formacao
profissional qualificada, na existéncia de concepc¢des pedagogicas
inadequadas e, ainda, nas restricdes ligadas as condicbes de
trabalho (Idem, Ibidem, 1997, p.22).

Um dos principais deveres do professor € o de auxiliar seus alunos na
resolucdo de problemas. Deve-se ensinar problemas - chave que, se bem
compreendidos, podem servir na resolucao de outros problemas.

O professor também ndo pode fazer tudo pelo aluno, pois assim este se
tornaré totalmente dependente do professor. E mais apropriado dar a base para que
o aluno caminhe sozinho, tentando este usar as ideias dos problemas que conhece
para resolver outros problemas.

O bom aluno cria o seu préprio banco de questbes e procedimentos
metodoldgicos para cada assunto que julga importante e quando vir o problema em
tal assunto, usa o método de resolucdo que ele viu em outro problema ou faz

pequenas variacfes desse método.

As necessidades cotidianas fazem com que os alunos desenvolvam
uma inteligéncia essencialmente pratica, que permite reconhecer
problemas, buscar e selecionar informagbes, tomar decisdes e,
portanto, desenvolver uma ampla capacidade para lidar com a
atividade matematica. Quando essa capacidade é potencializada
pela escola, a aprendizagem apresenta melhor resultado (ldem,
Ibidem, 1997, p.29).
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Os PCN néao tratam diretamente sobre o assunto polinbmios, mas fala
implicitamente sobre isso quando trata de conceitos e procedimentos:

Construcdo de procedimentos para calcular o valor
numérico e efetuar operacdes com expressdes algébricas,
utilizando aspectos conhecidos.

Obtencdo de express@es equivalentes a uma expressao
algébrica por meio de fatoragdes e simplificagdes (ldem,
Ibidem, 1997, p.88).

Pretende-se, com este trabalho, mostrar varios problemas de
olimpiadas, onde se usa exatamente esta técnica, isto é, fazer
simplificacbes e fatoracdes a fim de obter expressdes semelhantes,
usando técnicas ja conhecidas.

Durante o periodo de 12 anos no magistério, notei que alunos e até mesmo
professores de Matematica do Ensino Médio tratam os assuntos de matematica
desse nivel de ensino de forma isolada.

De acordo, Idem, Ibidem:

O estabelecimento de relacdes € tdo importante quanto a exploracao
dos conteldos matematicos, pois, abordados de forma isolada, os
conteudos podem acabar representando muito pouco para a
formagéo do aluno, particularmente para a formacgdo da cidadania
(1997,p.29).

Neste trabalho, mostra-se como relacionar dois assuntos de Matemética do
Ensino Médio Polindmios e Trigonometria, de uma forma que, raramente, é
abordada nos livros-textos e apresentam-se técnicas interessantes de resolucdo de
problemas.

Encontramos nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) um destaque
para o estudo da Trigonometria, no qual € enfatizado o potencial desta no que tange
ao desenvolvimento de habilidades e competéncias.

Outro tema que exemplifica a relacdo da aprendizagem de Matemética com o
desenvolvimento de habilidades e competéncias é a trigopnometria, desde que seu
estudo esteja ligado as aplicacfes, evitando-se o investimento excessivo no calculo
algébrico das identidades e equacoes [...] (Idem, Ibidem, 2000).

Encontramos ainda nos PCN’s recomendacdes de que o estudo das fungdes

trigonométricas deve ser ligado, de alguma forma, ao estudo das fungdes.
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Nas olimpiadas de Mateméatica sdo muito comuns problemas que abordam
varios assuntos de forma interligada, e por isso, justifica-se a escolha de problemas
de olimpiadas de Matematica para fazer o nosso trabalho.

A Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) organizou, em 1979, a primeira
Olimpiada Brasileira de Matematica e, de la para ca, as olimpiadas se espalharam
por varios estados brasileiros e, hoje em dia, temos muitas olimpiadas estaduais e
regionais.

A olimpiada de Matematica tem como principais objetivos:

e Estimular o estudo da Matematica pelos alunos;

e Desenvolver e aperfeicoar a capacitacao dos professores;
¢ Influenciar na melhoria do ensino;

e Descobrir novos talentos.

Nos ultimos anos, com a criacdo da Olimpiada Brasileira de Matematica das
escolas publicas, temos visto, a cada dia, mais alunos de olimpiadas de Matematica
gue sdo destaque nas universidades nacionais e internacionais, mostrando que a
nossa Olimpiada de fato, revela talentos para nossas universidades.

Na minha experiéncia como professor, tenho visto que os alunos, quando
premiados em olimpiadas, passam a se tornar mais dedicados, sentindo-se
estimulados a estudar, e seus proprios colegas de classe passam a querer também
ser premiados porque os amigos destes foram, e isso acaba criando um clima muito
bom na escola.

Um projeto de olimpiada, quando bem executado, pode mudar a realidade de
uma escola e até mesmo de uma cidade. No Piaui, na cidade de Cocal dos Alves,
temos um exemplo: L4, nova realidade comecou com olimpiadas de Matematica e,
hoje, a escola tem medalhas em olimpiadas de fisica e até foi campea do quadro
Soletrando, do caldeirdo do Hulk, da Rede Globo. Neste caso, temos exemplo de

gue a olimpiada de matematica pode gerar frutos mesmo em outras matérias.

A ideia da resolucdo de todos os problemas aqui apresentados surgiu da
resolucdo do Problema Resolvido 3.1. A partir dai, passou-se a usar a ideia do
Problema Resolvido 3.1 na resolucao dos demais problemas.

A ideia principal da resolucéo dos problemas aqui apresentados €é transformar

equacdes trigonométricas em um polindbmios, e vice-versa.
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Ha 6 tipos de problemas para resolver:

No primeiro tipo parte-se da Equagédo Trigonométrica e chega-se a um
polindbmio e, a partir dai, usam-se as relacées de Girard para calcular o valor de
expressdes trigonométricas.

No segundo tipo parte-se de um polinbmio ou equacao irracional e chega-se a
uma equacao Trigonométrica, encontrando solu¢cdes em funcdo de Funcgles
Trigonométricas.

O terceiro tipo s@o problemas onde se deseja calcular o valor de expressfes
Trigonométricas. Neste caso, precisa-se partir destas para gerar um polindmio e
usando-se as relacdes de Girard para calcular o valor dessas expressoes.

No quarto tipo, temos problemas em que se pede o valor de expressodes
algébricas, onde a ideia da resolucéo € gerar um polindmio com a raizes desejadas
e, a partir dai, usar as relaces de Girard para calcular o valor dessas expressdes.

No quinto tipo, temos problemas onde se pede para provar que um
determinado numero e irracional. Nesses problemas, gera-se um polinbmio cuja raiz
€ este numero e usa-se 0 teste da raiz racional para provar que este numero é
irracional.

No sexto tipo, calcula-se o valor de funcdes trigonométricas de

18°,36°,54°,72°. Para calcular isso, parte-se de uma equacao trigonométrica e gera-

se um polindmio cuja raiz € o valor a ser calculado,resolvendo-se o polinbmio para

calcular o valor desejado.



15

CAPITULO I

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, limitar-nos-emos ao estudo das funcdes seno, cosseno e
tangentes. Inicialmente, serdo apresentadas as definicbes dessas fungdes. Depois,
usando o ciclo trigonométrico, chega-se a algumas identidades importantes, as quais
serdo usadas, ainda neste capitulo, na solucéo de varios exercicios que servirdo de
suportes para encontrar as solu¢des dos exercicios de varias olimpiadas presentes
no capitulo 3.

Parte 1 - Trigonometria

2.1 AFUNCAO COSSENO

DEFINICAO : Dado um nimero real x, seja P a sua imagem no ciclo trigonométrico.
Denominamos cosseno de x (e indicamos por cos(x) a abscissa OP, do ponto P em

relacdo ao eixo uOv. Denominamos func¢ao cosseno a fungcdo f :R — R que associa

a cada numero real x o real OP, =cosX, isto &, f (x) =cos x

Figura 2.1: Representacéo da fungcéo cosseno no ciclo trigonométrico
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Propriedades:

e Aimagem da fungéo, f:R >R, f(x)=cosx € ointervalo [-1,1]
e A funcdo f:[0,7] —» [-1,1], f (X) =cos x,€ bijetora
eAfuncdo, f:R—R, f(x)=cosx € periddica e seu periodo é 27
¢ Gréfico
Fazendo um diagrama com X nas abscissas e cos x em ordenadas, podemos

construir o seguinte grafico, denominado cossenoide, que nos indica como varia a

funcdo f(x)=cosx.

B3

Figura 2.2: Grafico da funcéo cosseno

2.2. AFUNCAO SENO

DEFINICAO: Dado um nimero real x, seja P a sua imagem no ciclo. Denominamos
seno de x (e indicamos por cos x a abscissa OP; do ponto P em relacdo ao eixo

uOv. Denominamos fungao seno a fungédo f :R — R que associa a cada numero real

x o real OPF, =senx, isto &, f(x)=senx.

8
Fl_ . P
P11
A A
|:| u

B’

Figura 2.3: Representacéo da fungéo seno no ciclo trigopnométrico
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Propriedades:

e Aimagemdafuncdo f:R >R, f(x)=senx, € ointervalo [-1,1];
~ T T P
e Afuncéo f :[_E’E] — [-1,1], f(x) =senx, € bijetora;

e Afungdo f:R >R, f(x)=senx € periddica e seu periodo é 27 ;
e Gréfico
Fazendo um diagrama com x nas abscissas e sen x em ordenadas, podemos

construir o seguinte gréafico, denominado senoide, que nos indica como varia a

funcdo f(x)=senx.

\ -‘31
2
- 0 o "\‘F o2n x
2 i
L

Figura 2.4: Grafico da funcéo seno

2.3 A FUNCAO TANGENTE

e T . . .
Definicdo: Dado um numero real X, X # E+ kz,k € Z seja P a sua imagem no ciclo.

Consideremos a reta OP e seja T a sua intersecdo com o eixo das tangentes.
Denominamos tangente de x e indicamos por tg(x) a medida algébrica do segmento
AT.

Denominamos fungdo tangente a fungéo f:R—{%+kﬂ',k€Z}—)une

associa a cada numero real x o real o real AT =tgx, isto €, f(x)=tgx.
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Figura 2.5: Representagéo da fungéo tangente no ciclo trigopnométrico

Propriedades:

e Aimagem da fungéo, f :R—{%+k7z,keZ}—>R, f(x)=tgx € R
~ T T Lo
e Afuncéo f :[O,E)U(E,ﬂ] — R, f(x) =tgx. & bijetora

e Afuncéo, f :R—{%+k7z,k eZ}—ﬂRi, f (x) =tgx € periddica e seu

periodo € =

e Gréfico

Fazendo um diagrama com X nas abscissas e tg x em ordenadas, podemos

construir o seguinte gréafico, que nos indica como varia a funcao f (x)=tgx.

gx

T 7
=
X E]

Figura 2 6:Grafico da funcao tangente
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2.4 PRINCIPAIS RESULTADOS A SEREM UTILIZADOS NA RESOLUCAO DOS
PROBLEMAS

Um resultado que vamos usar com bastante frequéncia no préximo capitulo,
na resolucdo de problemas de olimpiadas, € a solucdo de equac¢des trigonométricas
COMOo seno, cosseno e tangente.

As solugdes das equagdes envolvendo senos séo sen (« ) = sen (3) implica em:
a=p+2kr oua =(rn-p)+2kr,keZ (2.1)

As solucdes das equagdes envolvendo cosseno séo cos (« ) = cos (B) implica em:
a=p+2kr oua =02r-p)+2kr, keZ (2.2)

As solucdes das equagdes envolvendo tangente séo tg (¢ ) =tg (B) implica em:

a=p+kr, keZ (2.3)

Outros resultados que serdo usados séo as identidades a seguir:

sen(a+b) = sena.cosb +senb.cosa (2.4)
sen(a—b) = sena.cosb —senb.cosa (2.5)
cos(a+b) =cosa.cosb—sena.senb (2.6)
cos(a—b) =cosa.cosb -+ sena.senb (2.7)
cos® X +sen’x =1 (2.8)
tg(a-+b) = 92+t 2.9)
1-tgatgb
senp + senq =2.sen(p;q).cos(p;q) (2.10)
senp —senq = 2.sen( p;q).cos( P ;r q) (2.11)
Ccos p+cosq:2.cos(p;rq).cos(p;q) (2.12)
COS p—C0sq :—2.sen(p;rq).sen( p;q) (2.13)
coszzi 1+cosx (2.14)
2 2
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X 1-cosx
sen—=+
2 2

gl =+ /1_C°SX (2.16)
2 1+cosx

A partir destas 16 foérmulas, podemos deduzir véarias outras formulas em

(2.15)

Trigonometria.

Exercicio Resolvido 2.1: Deduza a formula de cos 2x em funcéo de cos x.
Solucéo:

Usando 2.6 temos que cos2x = cos(X + X) = COS X.COS X — SeNX.SeNnxX .

Portanto cos2x = cos” X —sen’x .

Usando a férmula 2.8 temos que cos2x =2cos® x—1.

Exercicio Resolvido 2.2: Prove que €0S(2xX) =1—2sen’(X).
Solucéo:
Usando a férmula 2.6 temos que:

COS 2X = COS(X + X) = COS X.COS X — Senx.senx .
Portanto cos2x =cos® x —sen’x .

Usando a férmula 2.8 temos que cos2x =1—2sen’x.

Exercicio Resolvido 2.3: Usando a formula 2.6 escreva cos 3x em funcéo do cos x.
Solucéo:
Usando a férmula 2.6 temos que:

C0S 3X = COS(2X + X) = COS 2X.COS X — Sen2x.senx
Pela formula 2.8 temos que

COS 2X.COS X — Sen2x.senx = (2¢0s” X —1).cos X.(2.Senx.cos X).senx
Portanto:
c0s3X = 2C0S° X —C0S X — 25en°X.CoS X = 2C0S° X —C0S X — 2(1—C0s” X).COS X = 4 cos® x —3€0s X

Exercicio Resolvido 2.4: Use Exercicio Resolvido 2.1 para encontrar a formula do
cos 4x em funcéo do cos x
Solucéo:

Usando o Exercicio Resolvido 2.1 temos que:
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c0s4x = c0s(2.2X) = 2(cos2x)* —1=2.(2cos* x—1)* -1
Portanto cos4x =2.(4cos* x—4cos*+1) —1=8cos* x—8cos’+1

Exercicio Resolvido 2.5: Usando a formula de Moivre deduza a férmula do cos nx
em funcao do cos x, para qualquer n € N

Solucéo:

Pela férmula de Moivre sabemos que (cosa +i.sena)" =cos(na) +i.sen(ner) , por outro
lado, temos que:

(cosa+isena)" = (cos" @ —C, ,.cos"* ausen’a +C, ,.cos™* ausen‘ar +..+C, ,,.c08" asen"“a—C,  sen'a)

nn-2*
+.(C,,.c08" " ar.senar —C, ,.c08"* av.sen’a +...—C, ,.cos’ ae.sen" *ar + C , cosa.sen”'ax)
Igualando as partes reais temos:

cos(na) = (cos" a—C, ,.cos" > ausen’ar +C, ,.cos"“ arsen‘a +...+C, , ,.cos” asen" - C,  .sen"a).

n,n-2*
Exercicio Resolvido 2.6: Deduza a formula de sen 2x em funcéo de cos x e sen X
Solugdo: Usando a férmula 2.4 temos que:

sen2x = sen(x + X) = Senx.Cos X + Senx.Cos X = 2.Senx.cos X

Exercicio Resolvido 2.7: Deduza a formula de sen 3x em fungéo de sen x
Solucédo: Usando a formula 2.4 temos que:

sen3x = sen(2X + X) = Sen2X.CoSs X + Senx.cos 2xX
Usando os exercicios resolvidos 2.1 e 2.6 temos que:

SEN2X.COS X + SeNX.cos 2x = (2senx.cos X) + (2cos® X —1).senx = 2senx.cos” x

+2C0S” X.Senx — senx
Usando a férmula 2.8 temos que:

25enx.cos” X + 2¢0s” x.senx — senx = (2senx).(1—sen’x) + 2.(L— sen’x).(senx) — senx
= —4sen®x + 3senx

Exercicio Resolvido 2.8: Deduza a formula de sen 5x em funcao de sen x
Solucéo:
Usando a férmula 2.4 temos que:

sen5x = sen(3x + 2X) = sen3X.Cos 2X + Sen2X.cos 3X
Usando os Exercicios Resolvidos 2.7, 2.6, 2.2 e 2.3.



sen5x = sen(3x + 2X) = sen3x.Cos 2X + Sen2x.cos 3x

(—4sen®x +3senx).(1— 2sen’x) + (2senx.cos x).(4 cos® x —3¢os x)

= (—4sen’x + 3senx).(1L— 2sen®x) + (8senx.cos* x —6senx.cos” x)

= (—4sen®x + 3senx).(1— 2sen’x) + (8senx.(1— sen’x)* — 6senx.(1— sen®x)
=5senx — 20sen’x +16sen°x

Exercicio Resolvido 2.9: Deduza a formula de tg 2x em funcéo de tg x
Solucéo:
Pela féormula 2.9 temos que:

tgx+1tgx _ 2tgx
1-tgxtgx  1—tg?x

tg2x =tg(x + X) =

Exercicio Resolvido 2.10: Deduza a férmula de tg 3x em funcéo de tg x
Solucéo:
Pela formula 2.9 e pelo exercicio resolvida 2.9 temos que:

Solugéao:
5 2tg;< + tgx 3 .
tg3x = tg(2X + X) = tg2x+tgx _ _1-1g°X _ th—tg X
1-tg2xtgx g 219X 0 1-3tg’
1-tg°x

Exercicio Resolvido 2.11: Deduza a formula de tg 4x em funcao de tg x
Solucéo:
Pelas formula 2.9 e exercicio resolvido 2.9 temos que:

_ 3
toAx = tg(2x + 2x) = 292X _ 419X~ 4G
1-tg°2x tg"x—-6tg°x+1

Exercicio Resolvido 2.12: Deduza a formula de tg 5x em funcao de tg x
Solucéo:
Pelas formula 2.9 e exercicio resolvido 2.11 temos que:

4tgx — 4tg®x .

A 2, g X 5y 10103
tg4x +tgx  tg'x-6tg°x+1 _ 1g°x-10tg x +5tgx
1- tgdx.tgx 1-( 4tgx — Mg®x ) tgx 5tg*x—10tg®x+1
tg*x - 6tg?x +1"

tg5x = tg(4x + X) =
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Parte 2 — Polindbmios.
Defini¢do: Um polindmio (ou fung&o polinomial) de grau n € uma fungéo da forma:

P(X) = a, +a,x+a,x’ +...+a x"onde os coeficientes a,,a,,a,,...,a, SA0 nUmeros reais e

a =0.

n
Definigdo: Seja f(x) = b, +bx+b,x*+...+b x"um polinémio ndo nulo. Chama-se grau
de f, e representa-se por gr f, o numero real p tal que b, tal que b, =0 e b =0para
todo i > p. Assim, o grau de um polinébmio f é o indice do “ultimo” termo n&o — nulo
de f.
Exemplos:

e 1+ x+3x* € um polindmio de grau 2

e 3+4x* +6x* € um polindbmio de grau 4
Teorema 1. Seja g(x) um polinbmio de grau n, entdo este polinbmio possui
exatamente n raizes, onde n € um numero inteiro positivo qualquer.
Teorema 2 (Relagdes de Girard): Seja h(x) = ¢, +C¢X+C,X* +...+C x"um polindmio de

grau n e sejam r,r,,r,...,I,as n raizes de h(x) entdo vale que:

. c
DL+ +0+.. 41, =——2
c

n

. _C,
.G +nG+nr +..+r .r =—=
C

n

Cn—3
C

n

HR.L.L+0LE + .+ o =—
De modo geral o produto dos C,, produtos de h raizes da equagéo é
C
("=
c

n




24

CAPITULO 1l
3 EQUACOES TRIGONOMETRICAS E POLINOMIOS

Serdo apresentadas 06 classe de problemas, a maioria de olimpiadas, cuja
metodologia utilizada para encontrar a solucdo de cada um desses problemas
consiste em transformar uma equacao trigonométrica em um polinémio, ou um

polindmio em uma equagao trigpnométrica.

EXERCICIO RESOLVIDO 3.1: (Olimpiada de Matematica da Bélgica, 2006)

a) Encontre todos os nimeros reais a, tais que cos(4«a) =cos(3«) .

N . on  4n _ 6m . N "
b) Determine inteiros a, b, c, d tais que cos%,cos%,cos% sdo solucdes da equacao

ax® +bx*+cx+d =0.
Solucéo:
Etapa 1: Compreender o problema
Na letra a, pede-se para resolver uma equacédo trigonométrica e na letra b, pede-se
gerar um polinémio de grau 3 com raizes trigpnométricas.
Etapa 2: Estabelecer o plano
Sera que podemos estabelecer uma relacéo entre as letras a e b?
Sabemos que cos4a =8cos* @ —8cos’ a+1 e cos3a =4cos’ a—3cosa .
Se igualarmos as duas equagles, teremos uma equacao do quarto grau, mas
gueremos uma equacao de terceiro grau; entdo temos que eliminar uma solucéo e ai
chegarmos a uma equacao de terceiro grau.
Etapa 3: execuc¢ao do plano
Pela formula 2.2 temos que:
cos(4a) =cos(3a) < 4a=3a+2Kkzr ou 4a=2x—-3a)+2krx

Portanto, o = 2krk € Z OU o = 2n+72kn,kez

Logo, as unicas solugbes no intervalo « < (0,27) séo:
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. 2n 4n b . . o
Assim, 1, coS 7,005 —,cos—= S&0 as raizes dessa equacao.

Pelos exercicios resolvidos 2.3 e 2.4, temos que:

cosdo =8cos* @ —8cos’ a+1 € cos3a =4cos’ a—3cosa .
Dai, fazendo cosa = t, temos:
cosda =Cc0s3a < 8t* —4t> —8t* +3t+1=0=(t —-1).(8t% + 4t* — 4t -1)
Portanto, o polindmio 8t +4t* —4t—1=0 tem como raizes

2n 4n 6n
COSs—,CO0S—,CO0S—.
7 7 7

Logoasolucdodoitembéa=8,b=4,c=-4ed=-1.

Etapa 4: Retrospecto

Como resolvemos este problema?

Basicamente, partiu-se de uma equacao trigopnométrica cos 3x = cos 4x e chegou-se
a um polinbmio de grau de 3 : 8t°+4t> -4t -1 que tem 3 solugbes trigonométricas

2n 4n 61
COsS—,C0sS—,C0S—.
7 7 7

Que licdes pode-se tirar deste problema?
Pode-se, partir de uma equacdo trigonométrica, gerar um polinbmio que tem
solucdes trigonométricas.

A partir deste problema, buscamos usar esta ideia para resolver outros problemas.

EXERCICIO RESOLVIDO 3.2: (Olimpiada de Matematica do Vietna 1982)

Ache a, b, c inteiros tais que as raizes da equagdo ax’+bx+c=0 sao
cos72° e cos144°.

Ja vimos um problema semelhante a esse? E possivel usar a ideia do problema

anterior nesse problema?

Observe que, no problema anterior, foi conveniente gerar uma equacéo do terceiro
grau com solucdes trigonomeétricas. E agora seria possivel gerar uma equacédo do

segundo grau que tem solugdes trigonométricas?
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Entdo, ja conhecemos um problema correlato. Pode-se, entdo, usar a ideia dele

nesse problema?

Solucéo:
0 0 cafi ~ 1 .
Observe que cos cos72° e cos144’ satisfazem a equagao C0S2X+COSX = 5 pois

1
2COSZX—1+COSX:—§. Fazendo t = cos x temos que 4t*+2t-1=0. Logo, a

equacao polinomial 4t? +2t—-1=0 temo como solu¢gées cos72° e cos144° portanto a
=4b=2ec=-1.
Agora vamos resolver trés problemas que sdo o inverso da nossa técnica, onde

temos o polinbmio e, a partir dele, achamos a equacao trigonométrica.

EXERCICIO RESOLVIDO 3.3:

X2 +y? =1

Resolva o sistema abaixo: )
4x3 —3x =2x% -1

Ja vimos um problema semelhante a esse? E possivel usar a ideia do problema 3.1
nesse problema?

Como x*+y? =1 garante que X e y estdo no intervalo [-1,1] entdo x e y podem ser
transformados em cossenos.

Lembre-se que cos3x =4cos® x—3cosx € cos2x =2x* -1

Entdo, pode-se chegar a uma equacao do tipo cos 3x = cos 2x; agora € possivel
usar o exercicio 3.1?

Solucédo

Como x* +y*=1 = |x| < 1, logo podemos fazer x = cos « .

Dai temos que 4x® -3x=2x*—-1 = C0S3a =C0S2a —=> C0S3ax—C0s2a =0

Usando a férmula 2.13 temos que:

C0S 3 —COS 2 = —Zsen(sg).sen(%)
Portanto sen (s?o‘j -0 ou sen[%j -0.

0

Parte 1: Resolver a equacao sen(%‘j
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5—a=krc =kr = oc:z—kn,keZ
2 5

Parte 2: Resolver a equacéo sen[%) =0

%:kn = a=2kr,keZ

Logo as solugdes sao:

(1, 0), (-1, 0), [cosg,senﬁj, (cosﬂ,senﬁj, (cos@,sen@j, (cos%,sen&j.
5 5 5 5 5 5 5 5

EXERCICIO RESOLVIDO 3.4: Resolva a equacio 8x>—6x—1=0.

J& vimos um problema semelhante a esse? E possivel usar a ideia do problema 3.1
nesse problema?

Lembre-se que cos3x =4cos’® x—3cos X

Entdo, pode - se usar a ideia do exercicio 3.1?

Solucédo

8x° —6x—1=0 = 2.(4x°-3x)=1 = 4x>-3x :%

Vamos achar as solugdes tais que |x| < 1. Faca X = cos « . Teremos entao:

005305:1 = 3a:£+2k7r ou 36¥=£+2kﬂ' = a=£+2k—7z,keZ ou
2 6 18 3
11r 2krx 7 137 257
a=—+—Kel=>a=—,—,—.
18 18 18 18

Como o polinbmio é de terceiro grau, este tem apenas 3 raizes. Logo, ndo ha
solugdes tais que |x| > 1

. ~ V4 137 257
Logo, ha apenas 3 solugbes: cos—,c0S——,C0S—.
18 18 18

EXERCICIO RESOLVIDO 3.5: Resolva a equac¢io no conjunto dos nimeros reais:
X2 —3x =x+2.

Ja vimos um problema semelhante a esse? E possivel usar a ideia do problema 3.1
nesse problema?

Pode-se chegar a uma equacéao do tipo cos mx = cos nx?

Solucéo
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E claro que x>-2. Agora vamos analisar 2 casos:
Caso 1: -2<x<?2
Dai, podemos fazer X=2c0Sa, onde «<(0,7). Assim, substituindo na equagao

original temos que:

8cos® o —6cosa =~2cosa+ 2.

Pela formula 2.14 temos que:

J2cosa+2 = 4f4cos2 %

Portanto, temos que:

8cos® o —6cosa = ;40052% = 2005%

Sendo assim, temos que:

2c053a:2005% = c0s3a ZCOS%

Logo, pela férmula 2.2, temos que:

3a+%=2ka,keZ ou 3a—%:2ka,keZ.

4
Comoa €(0, ), temos que X = 2cos0° ou Zcos% ou 2cos7n.

Caso 2: x> 2
Neste caso, temos que x> —3x> x® —4x=x.(x*—4)>0.
Por outro lado, temos que:
X —x=2=(x=2).x=D)>0=x>x+2=> = x®-3x>x>x+2,
logo, ndo ha solucéo nesse caso.

Agora vamos resolver dois problemas de olimpiadas, usando a técnica acima:

EXERCICIO RESOLVIDO 3.6: (Olimpiada de Matemética da Moldavia) Encontre

todas as solucdes reais da equacdo: I—x =2x? —1+2xJ1-x2 .
Ja vimos um problema semelhante a esse? E possivel poder usar a ideia do

problema 3.1 nesse problema?

Como temos v1-x?, entdo podemos concluir que -1 < x < 1 podemos transformar x

em Ccosseno
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Pode-se chegar a uma equagéao do tipo sen o =sen  ?

Solucédo
1-x*>0=-1<x<1

Podemos entéo fazer x = cos a, em que « (0, ). Assim, temos que:

) VI—x =+1-coso = 25en2% = \/E-sen% (como « e (0, z)temos que
sen?< —sen2).
V&2 2
i) 2x* — 1 = 2 cos® o — 1 = cos 2a.

iii) 2xy/1- x? = 2.seno.cosa = sen2a (COMO « € (0, ), temos que ysen’a = sen a).

Dai temos que:

JIox =2x% —1+2xA1-x> = 25en%:c052a+5en2a =
o T o T
2sen—=+2sen| 2a+— | = sen— =sen| 2o+ —
Bsen ~Esen( 20| = sen e 20
Portanto, pela féormula 2.1 temos que: 2a+%=n—%+2kn ou 2a+§:%+2kn

Temos dois casos a analisar:

Caso 1: 2a+~=n—%42kr.
4 2

_31+8KT o comoa e (0,7), temos que a:i—g éa

2a+%:[n—%j+2kn = o
Unica solucéo.
Caso 2: 20+= =24 2n
4 2

—n+ 8kn

20c+% =%+2kn = a= e comoa e (0, 7), temos que ndo ha solugéo.

Logo, a Gnica solucdo é x = cosi—g .

EXERCICIO RESOLVIDO 3.7: (Olimpiada Brasileira de Matematica 2002)

Determine todas as solu¢des reais da equagao x = \f2+»\/2—»\/2+ X
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Ja vimos um problema semelhante a esse? E possivel usar a ideia do problema 3.1
nesse problema?

Pode-se chegar a uma equacao do tipo cos a« =cos B ?

SOLUCAO DE MARCIO AFONSO ASSAD COHEN (RIO DE JANEIRO - RJ)
Seja X=2c0sacom « € (O,%) (pois sabe-se que 1< J2<xs< «/2+«/§ <2).
Portanto, pela férmula 2.14 temos que:
2+x=2.(1+cosa) =4cosz%
Portanto, temos que:
V2+x = 2c0s % ( pois e (O,Z) ,logo cosZ > 0)
2 2 6 2

Note que:
V2+x = Zcos% —2-2+x= 2—2cos% = 2.(1—cos%)
Agora, usando a formula 2.15, temos que :
2.(1-cos %) =2.2sen? &

2 4
Portanto, temos que:
«/2—»\/2+ X = Zsen%: Zsen% (pois sen% >0)

Logo

x=\/2+»\/2—»\/2+x:> x:\/2+25en%: \/2+Zcos(%—%): JZ.(Z.COSZ(%—%)):

2cos(£—g) = 2C0Sa = 2cos(z—g) :cosazcos(ﬁ_ﬂ)

Usando a formula 2.2. temos que:

a=2-% %z  keZ ou a=27-(Z-%), keZ
4 8 4 8

2T , .. ~
Comoa € (0, %) temos que « :?ﬂ € a Unica solucéo.

2r , . . o ~
Portanto x = 2COS? € a unica solucao da equacéao

Ao usar esta técnica, vamos gerar um polindmio com raizes trigonométricas

podendo também calcular somas e produtos entre funcdes trigonomeétricas.
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EXERCICIO RESOLVIDO 3.8: (Olimpiada Internacional de Matematica) Prove que

T 2n 3n 1
COS——-COS— +COS— = —.
7 7 7 2

Ja vimos um problema semelhante a esse? E possivel usar a ideia do problema 3.1
nesse problema?

Pode-se chegar a uma equacéao do tipo cos mx = cos nx?
Solucéo:

Note que 3%+4% - 3371 43% _ 3, e3@+4—_5 logo %, 3%, 5%
77 77 7 777

sdo solucdes da equacado CoS4x=-C0S3X = C0S4x+cos3x=0

Usando a férmula 2.12 temos que:

cos4x+cos3x:2.cos7—2X.cos§:0 = COSBZO ou cosgzo

Parte 1: Resolver a equacao cos7—2X =0.

X m 2kn
ik = x=24+ 58 o x=
2 2 77

n 5t O llx 13t

3
y =y TN
7 7 7T 7 7

T
7
13n 3n 11n 5n 9n
maSCOS——COS— COS— =C0S——, COS— =C0S—.
7 7 7 7 7 7

Logo ha 4 solucdes distintas ; 37n % n

Parte 2: Resolver a equacao cosg =0 .

§=E+kn = x=x+2kr, keZ,logo X = x € a Unica solugao.

Por outro lado, temos que:

COS4X =—C0S3X=8cos” x +4cos® x—8cos” x—3cosx+1=0=  8t* +4t>-8t>-3t+1=0,
onde t=cosx. Claramente -1 é raiz desse polinbmio. Temos entdo
8t* +4t° —8t> -3t +1=(t+1).(8t> —4t> -4t +1), e o polindmio 8t° —4t> —4t+1tem como

3n 575
ral Zes COS ,COS—,C0S—
7’ 7 7

Pelas relagcbes de Girard, temos:

3n 5 4
cosZ +cos > 4ycos o2
7 7 7 8

1 b1 3 2n
=—=C0S—+CO0S— —CO0S—.
2 7 7 7
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EXERCICIO RESOLVIDO 3.9: (Mathematical Olimpiad Correspondence Program)
Prove que sec40° +sec80° +sec160° =6.

J& vimos um problema semelhante a esse? E possivel usar a ideia do problema 3.8
nesse problema?

Pode-se chegar a uma equacgdo do tipo cos mx = k, onde k € uma constante e dai
usar as relacdes de Girard para calcular a soma?

Solucédo

Note que 40°,80° e 160° satisfazem a equacdo cos3a = —%

Usando o exercicio resolvido 2.3, temos que: cos3a =—% = 8coSa—6cox+ E (
logo cos40°,cos80° e cos160° sdo as raizes do polindmio 8cos® o —6cosa+1=0.
Assim, temos que:

cos 40°.cos80° +cos160°.cos80° + cos40°.cos160° = —g

cos40°.cos80°.cos160° = —%

1 N 1 N 1 B
cos40° cos80° cosl160°

sec40° +sec80° +sec160° =

_ €0s40°co0s80° +c0s160°cos40° +c0s160°cos80°

= 6.
€c0s160° cos80° cos40°

EXERCICIO RESOLVIDO 3.10: Prove que tg9° +tg81° —tg63° —tg27° =4.

Ja vimos um problema semelhante a esse? E possivel usar a ideia do problema 3.8
nesse problema?

Pode-se chegar a uma equacédo do tipo tg mx = k onde k é uma constante e dai usar
as relacdes de Girard para calcular a soma?

Solucéo:

Note que as raizes da equacio tg5x =1, sdo tg9°,tg45°,t981°,tg117°,tg153° .
Pelo exercicio resolvido 2.12 temos que:

5. 3
tg5X = tg x410tg x:5tgx’
5tg"x-10tg°x+1
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tg°x—10tg>x +5tgx
5tg*x—-10tg®x+1

Logo tg5x =1 = -1 = tg°x-5tg*x—10tg*x —5tgx —1=0.

Usando as relagcbes de Girard, temos que:
tg9° +tg45° +1g81° +tg117° +tg153° =5
tg9° +tg81° —tg63° —tg27° =4, pois tg(180° —x) =—tgx e tg45’ =1

EXERCICIO RESOLVIDO 3.11: Prove que tg g.tg %.tg 37“ N

J& vimos um problema semelhante a esse? E possivel a ideia do problema 3.8
nesse problema?
Pode-se chegar a uma equacao do tipo tg mx = tg nx e dai usar as relacbes de

Girard para calcular esse produto?

Solucédo

Note que tg T tg @, tg E, tgﬂ, tgﬂ, tg@, tgn, SA0 raizes da equacao
7 7 7 7 7 7

—tg4x =1tg3x,

Pelos exercicios resolvidos 2.10 e 2.11 temos que:

_tg® _ Atn3
tgax = JOXIX o yggy AlOX-AOX
1-3tg°x tg"x-6tg°x+1
—tg® _ At3
Logo: —tgax =tg3x => tg 3x = 29X-1OX - Algx-dlgix
1-3tg°x tg*x —6tg°x +1

Fazendo tg x =y e resolvendo a equacao acima temos que:
y' —21y° +35y} —7y=0=y.(y* —21y* +35y*-7)=0.

Assim as raizes da equacdo y°—21y*+35y°—-7=0 s&o tgg,tg%,tg%,tg%,tg%,tg%,,

logo temos Pelas relacdes de Girard que:

n, 2n, 3n. 4n . 5t , 6%
tg—.tg—.tg—.tg—.tg—.tg—=7.
979797979797

2n
7 1

I

6r 5r 47 3n
Como tg— =-tg=,tg— =t tg— =-tg— , temos que
97 97 97 g 97 97 g
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n . 2n . 3nY n ., 2t , 3%
tg=-tg—-tg— | =7 = tg—-tg— -tg— ==++/7.
(:97 g 7 g 7 ] 97 g 7 g 4

ComoE<E,@<Ee%<5temosque:tgf>0,tgz—n>0etg3—n>0
7°2'7 2772 7 7 7

2% 3 T 2% 3
Logo tgZ-tg<Z 192" > 0 portanto tg=-tg<t g2t = 7.
go t9--1g=--tg=—=>0 p 9719 g7f

EXERCICIO RESOLVIDO 3.12:

Prove que tg°1° +tg°3° +...+tg*87° +tg°89° = 4005.

J& vimos um problema semelhante a esse? E possivel a ideia do problema 3.8
nesse problema?

Pode-se chegar a uma equacdo do tipo tg mx = k, onde k € uma constante e dai
usar as relacdes de Girard para calcular a soma?

Solucéo:
Note que a equacéo cos90a =0, tem como raizes cos1’,cos3’,...,c0s189° .

Pelo exercicio resolvido 2.5 temos que:
c05(90az) = (0™ r — Cyy ,.C08™ 58N’ +Cyp 0™ .58N‘ @ +...4 Cy . €057 .50 — Cyp . 56N 2)
Dividindo tudo por cos® o e fazendo tga =u, temos que:

2 4 88 90
1-Cyy, U+ Cyy U+, +Cypgg. U™ —U .

Fazendo u® =t, temos:

2 44 45
g0 b o+ Gy ggn 17 =17

1-C,...t+C

9.2
Note que
c0s91° = —c0s89°,c0s93° = —c0s87°,...,c08177° = —c0s 3°,c0s179° = —cos1°
portanto as raizes da equacao
1-Cyyp t+Cyy 4 P4+ Gy g t ¥ 1% =0
séo tg°1°,t9°3°,...,tg*87°,tg*89°.
Usando as relagbes de Girard, temos que

C
tg?1° +tg?3° +... + tg?87° + tg?89° = % =4005.
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EXRECICIO RESOLVIDO 3.13: Calcule o valor da expresséo tg20°.tg40°tg60°.tg80°
J& vimos um problema semelhante a esse? E possivel a ideia do problema 3.8
nesse problema?

Pode-se chegar a uma equacao do tipo (tg mx)® =k onde k é uma constante e dai
usar as relacdes de Girard para calcular esse produto?

Solucéo:

Observe a equacio trigonométrica (tg3x)? =3=>tg3x = +/3.

Note que as raizes desta equagéo sdo x=20°,40°,80°,100°,140°,160°.

Pelo exercicio resolvido 2.10 temos que:

3tgx—tg°x

tg3x.
1+3.tg°x J

Fazendo y = tg x e substituindo na equacéo

VY 6 ayd 2
(tg3x)* =3= (fyg yzj =3:%:3: y® —33y" —9y* ~3=0
+9o.¥Y +oy +39Y

Dai temos pelas relacdes de Girard que o produto das raizes desta equacao é — 3.
Assim temos que tg20°tg40°tg80°tg100°.tg140°tg160° = -3
Observe que

tg20° = —tg160°,tg40° = —tg140°,tg80° = —tg100°, pois tg(180° —x) = —tgx .

Dai concluimos que: tg20°tg40°tg80° =3 = tg20°tg40°tg60°tg80° =3.

EXERCICIO RESOLVIDO 3.14: Prove que: sen20°sen 40°.sen 60°.sen 80° :%

Ja vimos um problema semelhante a esse? E possivel a ideia do problema 3.8
nesse problema?

Pode-se chegar a uma equacéo do tipo (sen mx)? = k onde k é uma constante e dai
usar as relacdes de Girard para calcular esse produto?

Solucéo:

Ve

Observe a equacéo trigonométrica (sen3x)® = % = sen3x = J_r7 .

Note que as raizes desta equacio sdo x =20°,40°80°,100°,140°160°.
Pelo exercicio resolvido 2.7, temos que:

sen3x = —4sen®x + 3senx .
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i ~ 3
Fazendo y = sen x e substituindo na equacédo (sen3x)’ = Ztemos que

(—4y°* +3y)* = % =16Yy° —24y* +9y* = % = 64y° —96y* +36y*—-3=0

] ~ : ] « . 3
Dai, temos pelas relacdes de Girard que o produto das raizes desta equacéo & 54

Assim, temos que sen20°.sen40°.sen80°.sen100°.sen140°.sen160° = 6_34

Observe que sen20° = sen160°,sen 40° = sen140°,sen80° = sen100°,
pois sen(180° —x) = senx.

Dai concluimos que:

B3

sen20°.sen 40°.sen80° = - = sen20°.sen 40°.sen 60°.sen80° = %

EXERCICIO RESOLVIDO 3.15: (Olimpiada de Matematica dos Estados Unidos)

2 3r ﬁ

T
Prove que sen—.sen—.sen— =—
7 7 7 8

Ja vimos um problema semelhante a esse? E possivel a ideia do problema 3.8
nesse problema?

Pode-se chegar a uma equacao do tipo sen mx = k onde k é uma constante e dai
usar as relacdes de Girard para calcular esse produto?

Solucéo:

Lema:

sen7a =C,,.cos° a.sena —C, ,.cos* a.sen‘ar +C, ;.cos” a.sen’ —C, ,.sen’ e

Prova :
Sabemos que (cosa +i.sena)" =cos(na) +i.sen(ne) .

Por outro lado temos que :

(cosa +isena)’ =cos’ @ —C, ,.cos’ a.sen‘a +C, ,.cos’ a.sen‘a —C, ;.cosa

+i.(sen7a =C; ,.cos® a.sena —C, ,.cos” a.sen’a + C, ;.cos” a.sen’a —C, ;.5en" )

Dai, igualando as partes imaginarias, temos:



sen7a =C,,.cos’ a.sena —C, ,.cos* a.sen’a +C, ;.cos” a.sen’ar —C, ;.5en"ar,
com isso provamos o lema.
Agora vamos ao nosso problema:
Note que a equacdo sen7a =0, tem como raizes

7w 2% 37 4r Sr 6r Trx

Pela formula do lema, temos que:

sen7a =C,,.cos’ a.sena —C, ,.cos* a.sen’a +C, .cos” a.sen’ar —C, ;.5en" o

Fazendo t =sena , temos que:

7.(1-t*)°1-35.(1-t?)° * + 21.(1-t*)t° —t' =
—64t" +112t° +56t° + 7t = 0 = t.(-64t° +112t* +56t° +7) =0

; . 1w 2 37 4r 571 6rx
Portanto, as raizes de —64t°® +112t* +56t> +7 S&o T T T

T 27 3z A 57 6r —7
Logo sen—.sen—.sen—.sen—.sen—.sen—=—.
7 7 7 7 7 7 64

T 6r 27 57 3 A
Como sen— =-sen— ,Sen— =—-sen—, sen— =-sen— temos que:
7 7 7 7 7 7

Vs 2 3y, T V4 2 3r \/7
—(sen=.sen—.sen—)° =— = sen—.sen—.seN— = —
7 7 7 64 7 7 7 8

37

Um outro problema que segue um raciocinio semelhante e que ajuda a resolver

outros problemas € o seguinte:

EXERCICIO RESOLVIDO 3.16:
Sejam a, b, ¢c nimeros reais, tais que a+b+c=0. Prove que:
a) a®+b®+c®=3abc

b) a® +b® +c? .a5 +b°>+c® a’+b’ +c’
2 5 7

Solucéo
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Seja x*+mx*+ px+q=0 um polindmio de terceiro, tal que suas raizes sdo a, b, c.

Usando as relacbes de Girard, temos que:
a+b+c=-m,ab+ac+bc=p,abc=—q.

Assim, temos que:

(a+b+c)’=a’ +b*+c*+2.(ab+ac+bc) = a* +b*+c*=-2p
Por outro lado, temos:

a’+pa+q=0=a’=-pa—q

b’+pb+g=0=b’=—-pb—q

c+pc+gq=0=c’=—-pc—q

Somando as trés igualdades acima, temos que:
a®+b*+c*=p.(a+b+c)-3q=-3q.

Da mesma forma, temos:
a'+pa’+ga=0=a’=-pa*-qa

b* + pb®>+gb=0=b* =—pb*—qb
c*+pc’+qc=0=c*=—-pc’—qc

Somando as trés igualdades acima, temos que:
a'+b*+c* =—p.(a®> +b*+c*)—qg.(a+b+c)=2p°
Da mesma forma, temos que:

a’+pa’+ga®=0=a’=—-pa’-qa’
b°> + pb® +qb® =0=b®> = —pb* —gb?

c®+pc’+qc®=0=¢c’=—-pc’—qc’
Somando as trés igualdades acima, temos que:

a’+b°+c° =—p.(@°+b*+c*)—q.(a® +b* +c*) =5pq
Da mesma forma, temos que:

a'+pa’°+0ga‘=0=a’=-pa°—qga*
b’ + pb®>+gb* =0=Db" = —pb®> —qgb*

¢'+pc’+qct=0=c’ =—pc®—qc’

Somando as trés igualdades acima, temos que:
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a’'+b" +c’ =—p.@° +b°>+c’)—q.@* +b* +c*)=-7pq
Com isso, saem trivialmente os resultados das letras a e b.

A partir deste problema, tentamos usar esta ideia para resolver outros problemas.

EXERCICIO RESOLVIDO 3.17: (Olimpiada de Matematica Croacia 2001)

a’+b’ +c’
abc-(a* +b* +c*)

Se a+b+c=0, calcule o valor da expressao

Ja vimos um problema semelhante a esse? E possivel usar a ideia do problema 3.16
nesse problema?
Pode-se chegar a uma equacéo do tipo cujas raizes sédo a, b e ¢ e a partir dai usar a

relacdes de Girard para calcular essas somas?
Solucéo
Seja x*+mx*+ px+g=0, um polindbmio de terceiro tal que suas raizes sio a, b, c.
Dai temos que a+b+c=-m,ab+ac+bc = p,abc=-—q. Assim, temos que:
(a+b+c)®> =a’+b*+c’ +2.(ab+ac+bc) = a* +b*+c* =-2p
Por outro lado, temos que:

a’+pa+q=0=a’=—-pa—q
b’+pb+g=0=b’=—-pb—q
c+pc+q=0=c®=—pc—q

Somando as trés igualdades acima, temos que:
a’+b*+c’=p.(a+b+c)-3g=-3q
Da mesma forma, temos que:

a'+pa’+ga=0=a’=-pa*-qa
b*+ pb® +gqb=0=Db* =—pb®>—qb
c*+pc®+qc=0=c*=-pc’—qc

Somando as trés igualdades acima, temos que:
a'+b*+c* =—p.(a®> +b*+c?)—qg.(a+b+c)=2p°

Da mesma forma, temos que:
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a’+pa’+ga®=0=a’=—-pa’-qa’
b° + pb® +qb® =0=b®> = —pb* —gb?
c®+pc’+qc®=0=c’>=—-pc’—qc’
Somando as trés igualdades acima, temos que:
a’+b’+c’=—p.(@®+b*+c®)—q.(a®* +b* +¢c*) =5pq
Da mesma forma temos que:

a’+pa’+0ga‘=0=a’=-pa°—qga*
b’ + pb®> +gb* =0=b" =—pb® —qgb*

c'+pc’+qc'=0=c’ =—pc®—qc’

Somando as trés igualdades acima, temos que:
a’+b’+c’ =—p.@ +b°+c*)—qg.@* +b* +c*)=-7p’q

a’+b"+c¢’  -7p%q 7
abc(@* +b* +c*) q(2p?) 2

Com isso, temos que

EXERCICIO RESOLVIDO 3.18: (Olimpiada Brasileira de Matematica 2003)

Sejam a, b, ¢ nimeros reais ndo nulos tais que a+b+c=0. Calcule os possiveis

@ +b3+c®)? . (a* +b* +c*)

valores de
(@° +b° +c®)?

Ja vimos um problema semelhante a esse? E possivel usar a ideia do problema 3.16
nesse problema?
Pode-se chegar a uma equacéo do tipo cujas raizes séo a, b e ¢ e, a partir dai, usar

a relacdes de Girard para calcular essas somas?
Solucédo
Seja x*+mx*+ px+q=0, um polinémio de terceiro tal que suas raizes sdo a, b, c.
Dai temos que a+b+c=-m,ab+ac+bc = p,abc =—q. Assim, temos que:
(a+b+c)’ =a’ +b*+c*+2.(ab+ac+bc) = a* +b*+c*=-2p

Por outro lado, temos que:
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a’+pa+q=0=a’=-pa—q
b*+pb+q=0=b*=—pb—q
c+pc+q=0=c®*=—pc—q

Somando as trés igualdades acima, temos que:
a’+b*+c®=p.(a+b+c)-39=-3q
Da mesma forma, temos que:

a'+pa’+ga=0=a‘=-pa’-qa
b*+ pb® +gb=0=Db* =—pb®*—qb
ct+pc’+qc=0=c*=—pc’*—qc

Somando as trés igualdades acima, temos que:
a*+b*+c' =—p.(a® +b*+c?)—qg.(a+b+c)=2p°
Da mesma forma, temos que:

a’+pa’+ga’=0=a’=-pa’-qa’
b°> + pb® +qb® =0=b®> = —pb* —gb?

c®+pc’+qc®=0=¢c’=—-pc’—qc’

Somando as trés igualdades acima, temos que:
a’+b’+c° =—p.(@°+b*+c*)—q.(a® +b* +c*) =5pq

@ +b*+c®)? (@@ +b* +c*) (9¢%-2p?) 18

Dai temos que
a (@ +b°> +c®)? (5pg)® 25

EXERCICIO RESOLVIDO 3.19: (Olimpiada de Matematica dos Estados Unidos)

Encontre todas as solugdes (reais ou complexas) do sistema:

a+b+c=3

a+b?+c?=3

a®+b®+c®=3
Ja vimos um problema semelhante a esse? E possivel usar a ideia do problema 3.16
nesse problema?
Pode-se chegar a uma equacao do tipo cujas raizes sao a, b e c e, a partir dai, usar

a relacdes de Girard para calcular essas somas?
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Solucéo

Sejah(x) = x*+mx® + px+q, um polinémio de terceiro tal que suas raizes séo a, b, c.
Dai, temos que a+b+c=-m,ab+ac+bc = p,abc=—q

Adicionalmente, vem:

(a+b+c)* =a® +b® +c® +2.(ab+ac+bc)
=9=3+2.(ab+ac+bc)=ab+ac+bc=3= p=3

Por outro lado, temos que:

a’+ma’+pa+q=0=a’=-ma*-pa—q
b® +mb*+ pb+q=0=Db>=-mb*—pb—q
c+me’+pc+q=0=c’>=-mc*— pc—q

Somando as trés igualdades acima, temos que:
a’+b*+c®*=—m.(a®+b’ +c®)-p.(a+b+c)-3q=-3q
=3=-9+9-3g=q=-1

Assim, concluimos que h(x) =x*-3x*+3x—-1=(x-1)%, portanto, a Unica solu¢édo do

sistemaé a=b=c=1.

EXERECICIO RESOLVIDO 3.20: (Olimpiada de Matematica do Para 2008)

. L 1 11
Suponha que X, y e z sdo nimeros reais tais que a+b+c :_+E+_ =0.
a C
6 6 6
a +b’+c
Mostre que ————— =abc.
a’+b’+c

Ja vimos um problema semelhante a esse? E possivel usar a ideia do problema 3.16
nesse problema?

Pode-se chegar a uma equacéo do tipo cujas raizes séo a, b e ¢ e, a partir dai, usar
a relacdes de Girard para calcular essas somas?

Solucéo

Seja x*+mx*+ px+g=0, um polindbmio de terceiro tal que suas raizes sio a, b, c.

Dai temos que a+b+c=-m,ab+ac+bc = p,abc =—q. Assim, temos que:

(a+b+c)’ =a’ +b’ +c® +2.(ab+ac+bc) = a’ +b’ +c* =-2p
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Por outro lado, temos que:

a’+pa+q=0=a’=—-pa—q
b*+pb+g=0=b*=—pb—q
c+pc+q=0=c®=—pc—q

Somando as trés igualdades acima, temos que
a’+b*+c®=p.(a+b+c)-39=-3q
Da mesma forma, temos que:

a‘+pa’+ga=0=a‘=-pa’-qa
b*+ pb®+gb=0=Db* =—pb®*—qb
ct+pc’+qc=0=c*=-pc®—qc

Somando as trés igualdades acima, temos que:
a'+b*+c* =—p.(a® +b*+c*)—q.(a+b+c)=2p°
Da mesma forma, temos que:

a’+ pa’+ga’=0=a’ =-pa’-qa’
b° + pb® +gb® =0=b°> =—pb® —qb®
¢’ +pc’+qc®=0=¢"=-pc’—qc’

Somando as trés igualdades acima, temos que:
a’+b°+c’=—p.(@®+b*+c®)—q.(a®> +b* +¢c*) =5pq
Da mesma forma, temos que:

a’+pa'+ga’=0=a’=-pa’—ga’
b® + pb* +qb®* =0 =b® =—pb* —qgb®
c®+pct+qc®=0=c® =—pc* —qc’

Somando as trés igualdades acima, temos que:
a’+b°+c® =—p.(@* +b* +c)—q.(° +b* +c*) =—p.(2p*) —q(-3q) =—2p°*+309°
1 11
Como —+—+—-=0=ab+ac+bc=0= p=0.

C

Assim temos que a’ +b°+c® =3q°.
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Dai temos que:

a’+b°+c®  3g°

= =—g=abc
a*+b*+c® -3q q

EXERCICIO RESOLVIDO 3.21: (Olimpiada de Matematica da Moldavia 2000)

Os numeros inteiros a, b, ¢ satisfazem a relagcdo a+b+c=0. Mostre que o nimero
2.(a* +b* +c*)é um quadrado perfeito.

J& vimos um problema semelhante a esse? E possivel usar a ideia do problema 3.16

nesse problema?

Pode-se chegar a uma equacéo do tipo cujas raizes séo a, b e ¢ e, a partir dai, usar

a relacdes de Girard para calcular essas somas?
Solucéo 1:

a+b+c=0=a+b=-c=a’+b>=c*-2ab
a+b+c=0=a+c=-b=a’*+c*=b’-2ac
a+b+c=0=b+c=-a=b’+c*=a*-2bc
(@*>+b*>+c?)’=a’*+b* +c* +2.(a’h” +a’c’ +b’c?) =

a’ +b*+c* +a’h® +a’c® +b’c’ +a’h’ +a’c® +b’c’ +
=a'+b* +c* +a’.(b® +c?)+b%.(a’+c®) +c’.(a’+b?)
=a’+b* +c* +a’(a’—2bc) + b>.(b*—2ac) + c*.(c*— 2ab)
=2.(a* +b* +c*)-2abc.(a+b+c)=2.(a" +b* +c*)

Logo, o nimero 2.(a* +b* +c¢*) é um quadrado perfeito.
Solucéo 2:

Seja x*+mx*+ px+q=0, um polindmio de terceiro tal que suas raizes sdo a, b, c.
Dai temos que a+b+c=-m,ab+ac+bc = p,abc=—q. Assim, temos que:

(a+b+c)’ =a*+b*+c* +2.(ab+ac+bc) = a’ +b* +c* =-2p

Por outro lado, temos que:
a’+pa+q=0=a’=-pa—q
b*+pb+q=0=b*=-pb—q
c+pc+q=0=c®=—pc—q
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Somando as trés igualdades acima, temos que
a’+b*+c®=p.(a+b+c)-3g=-3q
Da mesma forma, temos que:

a‘+pa’+ga=0=a‘=-pa’-qa
b*+ pb® +gb=0=Db* =—pb*—qb

c*+pc’+qc=0=c*=—pc*—qc

Somando as trés igualdades acima, temos que:
a’+b*+c*=—p.(@*+b*+c’)—qg.(a+b+c)=2p°
Logo, temos que 2.(a* +b* +c*)=2.2p* =(2p)°

A técnica do problema resolvido 3.1 pode também ser usada para provar que uma
determinada funcado trigonométrica € irracional. Para provar isso vamos precisar do

seguinte teorema:

Teorema (Teste da raiz Racional): Se o numero P ,onde mdc (p,q) = 1,6 uma raiz
q

do polindbmio com coeficientes inteiros a X" +a X" +...+aX+a,,entdo p é um divisor
de a, e g € um divisor a, .
Prova:

Como P € raiz do polindmio temos que:

n n-1
P p p
a,.|—| +a,|—| +..+a.|—|+a,=0
(qj l(q) al(qJ .

= ap"+a,,p"q+..+a,pg" " +a,q" =0, logo temos que p € um divisor de a, e q €

um divisor a, .

EXERCICIO RESOLVIDO 3.22: (Olimpiada de Matematica da Bulgaria 1978) Prove

5z,
gue 0 numero COS7 e.

a) raiz da equacdo 8x°—4x*>—4x+1=0

b) € um numero irracional
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Solucéo:
a) Como ja vimos no exercicio resolvido 5 o polindbmio 8x*—-4x*—-4x+1=0 tem

. T 3z 5z
CcOomo railzes cos 7 , COST , COS7

5r . ~ . . . S5
b) Se cos7 fosse racional, entdo pelo teste da raiz racional, teriamos que 0057 =

+ , mas calculando o valor numérico destes numeros no polinémio, é facil

N
0|~

yE—, &

T Nip

ver que nenhum da zero; logo, as raizes deste polindmio séo todas irracionais.

. T 3T . . . .
Analogamente, podemos concluir que cos7 e C057 sdo irracionais.

Agora vamos usar a técnica do exercicio resolvido 3.1 para calcular senos e

cossenos de angulos ndo notaveis

EXERCICIO RESOLVIDO 3.23:

Calcule cos18°,cos36°,cos54°,cos 72°,sen18°,sen 36°,sen54°,sen 72°.
Parte 1: Calcular cos72°.

Solucéo 1:

Note que cos(2.72°) = cos(3.72°)

Logo, cos72° é uma solugdo da equagdo C0S2X =C0S3X

Dai, temos que:

4c0s® Xx—3cos X =2¢c0s? X—1=>4cos® x—3cos X —2c0s* x+1=0 .

Faca t =cosx. Dai temos que

4° -2t° -3t +1=0=(t-1).(4t* +2t-1)=0=t =1 ou t:‘ljﬁ

Como cos72° >0 e cos72° #1 temos que cos72° = ﬁ.
Solugéo 2

c0s72° =2c0s? 36° —1=2c0s*144° —1=2.(2cos” 72° —1) =8cos” 72° —8cos” 72° +1
Facay=c0s72° =8y* -8y’ —y+1=0=(y-1.(2y +1).(4y* +2y-1) =0.
~1+5 -1-\5

ouvy=
4 y 4

Logo y=1ou y:_?l ouy=



-1+5
4

Como cos72° #1 e cos72° >0, temos que cos72° =

Parte 2: Calcular sen18°.

Solucéo:
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Note que senl8° é raiz da equagdo sen5x =1. Como sen5x = 5senx —20sen’x +16sen°x .

Fazendosen18°’ =t, temos que:

5t —20t° +16t> = (t —1).(16t* +16t° —4t* —4t+1)=0 = t=1ou

16t* +16t° —4t> —4t+1= (42 +2t-1)° =0 = t= —14_;5

Como sen18® >0 e senl8® =1, temos que senl8® = _1:*/5.
Solucéo 2:
Pela parte 1, temos que: cos72° = _1;‘5 = senl8® = _1“;\5.
Parte 3: Calcular sen72°.
Solucéo:
Como sen®72° +cos*72° =1 = sen72° = —MZZ\E.
Parte 4: Calcular cos 18°.
Solucéo 1:

sen72’ = —\/102:2\/5 = cos18° :—\/102%\/5
Solucéo 2:

Como cos5x =16¢0s® x—20cos’® x+5cosx € como cos90° =0, temos que cos18° é raiz

da equacdo 16cos® x —20cos’® x+5cosx =0. Faca t=cos18°.

Dai, temos que 16t° —20t*> +5t=0=t=00U t = =, ’SiT*E

Como cos18® >+ = cos18® = V55 _ \/10+2£_
2 8 2
Parte 5: Calcular sen 36°.

Solugao 1:
sen36° = 2.sen18%.cos18° = 2(_“ \Ej . [‘/10 + Z\EJ _ \/10 - Z\E.
4

4 4



Solucéo 2:

sen5x =16sen°x — 20sen®x + 5senx .
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Fazendo t=sen36°, temos que 16t° —20t> +5t =0=t.(16t* —20t* +5)=0 =1t=0 ou

16t* —20t>+5=0.

Fazendo y=t?, temos que 16t* —20t* +5=0=16y* —20y+5=0=y = 5+8*E

ouy=-2= ‘F —0ou t= ,/5“’/_ ou t=- out_,/ out_—,/ 5

+5 ou sen36’ :ﬂ/5_8\/§.

Note que 5+‘/_ 1 > logo ,/5+\F >§ = sen36’ = \/5‘8‘E _N10-25

4

Como sen36° >0, temos que sen36° =

Parte 6: Calcular cos 36°.
Solucéo:

Como sen?36° +co0s236° =1 = cos36° =

1+\E
2

Parte 7: Calcular sen 54°.
Solucéo:

sen54° = cos36° =

1+\/§
2

Parte 8: Calcular cos 54°.

Solucéo:

_J10-245

cos54° = cos36° = n
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CONCLUSAO

O presente estudo desenvolvido procurou mostrar a importancia da
Resolucao de Problemas no ensino de Matematica, discutindo as diversas etapas do
método de Resolucdo de Problemas e sua importancia no papel da aprendizagem
significativa do aluno. Ao fazer um problema, o mesmo deve ser discutido em sala
de aula de forma exaustiva, de forma a dar ao aluno ferramentas para que ele
resolva outros problemas semelhantes; caso contrario, o aprendizado ndo sera
significativo para o aluno.

Outro ponto abordado foi a ligagdo entre os polinbmios e trigonometria,
mostrando problemas que envolvem os dois assuntos. O trabalho foi desenvolvido
com base na solucdo de um problema da olimpiada de Matematica da Bélgica onde
se faz uma interligacdo entre polindmios e trigonometria, partindo-se de uma
equacao trigonométrica e chegando a um polinbmio. A partir deste problema,
procurou-se usar a mesma ideia em outros problemas. Isso foi importante para
mostrar que mais importante do que fazer um problema é saber tirar licdes dele, de
modo a fazer outros problemas, usando a mesma ideia.

E de fundamental importancia que nossos livros didaticos apresentem
estratégias de resolucdo de problemas que sao recursos importantes no ensino—
aprendizagem de Matemética. Atualmente dos livros de Matemética do Ensino
Médio que conhec¢o, nenhum traz as etapas da resolucéo de problemas; e a grande
maioria de nossos professores néo discute isso em sala de aula.

Pode-se sugerir que as escolas passem a ter uma matéria voltada sé para
resolucdo de problemas de Matematica, Fisica e Quimica, fazendo uma interacéo
entre as trés matérias e mostrando metodologias de resolucédo de problemas nestas
3 matérias. Muitos problemas nas areas de Fisica e Quimica podem ser resolvidos,
usando as técnicas de resolucéo de problemas da Matematica.

Pode-se também, a partir deste trabalho, fazer outros trabalhos,
estabelecendo fazendo uma interligagdo entre outros assuntos de Matematica do
Ensino Médio como, por exemplo, polindmios e nimeros complexos, conjuntos e
funcdes, etc, e permitindo-se fazer isso também em programas como o PAPMEM e
0 PROFMAT.
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